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КАСП-СИНГУЛЯРНОСТЬ ТРАЕКТОРИИ БЛОХОВСКОГО ВЕКТОРА КУБИТА  
ВО ВНЕШНЕМ ПЕРИОДИЧЕСКОМ СВЕТОВОМ ПОЛЕ 
Аннотация. Исследована квантовая динамика двухуровневой квантово-механической системы, подверженной 
внешнему монохроматическому воздействию вне рамок приближения вращающейся волны. Показано, что при усло-
вии точного резонанса на траекториях векторов Блоха при различных начальных условиях проявляются особые точ-
ки, которые классифицируются как касп-сингулярности. Обнаружено, что в таких точках мгновенная ось вращения, 
относительно которой происходит вращение вектора Блоха, меняет направление на противоположное, и происходит 
остановка движения. При ненулевой частотной расстройке касп-сингулярности исчезают. Численный анализ осо-
бенностей траекторий вектора Блоха без приближения вращающейся волны дополнен исследованием, основанным 
на использовании методов Флоке. В рамках данного подхода получены и проанализированы рекуррентные соотно-
шения для спектральных компонент амплитуд вероятностей. Найдено аналитическое выражение для двух значений 
квазиэнергий с точностью до четвертого порядка по величине энергии взаимодействия. Показано, что для получе-
ния сингулярного поведения траекторий вектора Блоха достаточно ограничиться четырьмя спектральными гармо-
никами в разложении Флоке. Полученные результаты важны для достижения точности при выполнении когерент-
ных преобразований с двухуровневыми системами в случаях, когда приближение вращающейся волны не применимо.
Ключевые слова: кубит, приближение вращающейся волны, вектор Блоха, отстройка от резонанса, методы Флоке 
и непрерывных дробей, матрица эволюции
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CUSP-SINGULARITY OF THE TRAJECTORY OF THE QUBIT’S BLOCH VECTOR  
UNDER AN EXTERNAL PERIODIC LIGHT FIELD 
Abstract. The quantum dynamics of a two-level quantum-mechanical system subjected to the external monochromatic 
action beyond the rotating wave approximation was investigated. It was shown that under the condition of exact resonance 
on the trajectories of the Bloch vectors, special points are manifested under different initial conditions. These points are clas-
sified as cusps singularities. It is revealed that at such points, the instantaneous rotation axis, relative to which the Bloch vec-
tor rotates, reverses its direction. There is a movement stop. For a nonzero frequency detuning, the cusp singularities vanish. 
A numerical analysis of the singularities of the trajectories of the Bloch vector without rotating wave approximation was sup-
plemented by a study based on the use of the Floquet methods. Within the framework of this approach, recurrence relations 
for the spectral components of the probability amplitudes were obtained and analyzed. An analytic expression was found for 
the two values of quasi-energies within a fourth order of magnitude in the interaction energy. It was shown that to obtain 
a singular behavior of the trajectories of the Bloch vector, it is sufficient to confine by four spectral harmonics in the Floquet 
expansion. The results obtained are important for achieving the accuracy when performing coherent transformations with 
two-level systems in the cases where the rotating wave approximation is inapplicable.
Keywords: qubit, rotating wave approximation, Bloch vector, off-tuning from resonance, Floquet and continued-fraction 
methods, evolution matrix, dipole transition operator
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Для описания когерентной динамики двухуровневой системы (кубита) более 70 лет назад 
введена модель Раби [1]. Она широко используется при рассмотрении кубитов различной приро-
ды, включая одиночные атомы и ионы в ловушках, переходы Джозефсона, сверхпроводящие ку-
биты и др. [1]. Одна из простейших распространенных моделей в квантовой физике – одномодо-
вая спин-бозонная модель, состоящая из двухуровневой системы, связанной с квантовым гармо-
ническим осциллятором. В квантовой оптике она описывает атом, взаимодействующий с модой 
электромагнитного поля [2]. В случае классического описания поля эта система сводится к моде-
ли Раби. Для рассмотрения динамики взаимодействия кубита с полем широко применяется при-
ближение вращающейся волны (ПВВ) [2, 3], которое основано на пренебрежении быстро осцил-
лирующими членами в гамильтониане взаимодействия [4]. В настоящей работе рассмотрены 
особенности траекторий на сфере Блоха, к которым приводит отказ от приближения вращаю-
щейся волны [5–7] в зависимости от резонансной расстройки и величины взаимодействия. Ана-
лиз проводится численно и с использованием методов Флоке и непрерывных дробей [8, 9]. По-
казано, что недавно предсказанные сингулярности траекторий блоховского вектора [7] для слу-
чая точного резонанса исчезают при наличии частотной расстройки. 
Двухуровневая квантово-механическая система с вектором состояния 1 2| ( ) ( ) |1 ( ) | 2t C t C tψ >= > + > 
и гамильтонианом взаимодействия 0ˆ ˆ ˆ ,H H V= +  где 0 0ˆ |1 1|H = ω ><  и 12 21ˆ( ) ( ) |1 2 | ( ) | 2 1|,V t t t= υ >< +υ ><  
12 12( ) cos( ),t tυ = υ ω  
*
12 21,υ = υ  описывается временным уравнением Шредингера для амплитуд 
вероятностей [10, 11]: 
 
1 2
2 1 2
( ) cos( ) ( ),
( ) cos( ) ( ) ( ),
C i C
C i C iC
τ = - β aτ τ
τ = - β aτ τ - τ


 (1)
где α – отношение частоты внешнего поля к частоте перехода (α = ω/ω0), безразмерный параметр 
взаимодействия β есть отношение энергии возмущения υ12 к собственной энергии системы 
( )12 0β = υ ω  и τ = ω0t – безразмерное время.
Для наглядного представления квантовой динамики используются компоненты вектора 
Блоха в системе отсчета, вращающейся с частотой поля вокруг оси Z,
 ( ) ( ) ( )
* * 2 2
1 2 1 2 2 1Re ( ) ( ) ,   Im ( ) ( ) ,   | ( ) | | ( ) | 2.
i ix C C e y C C e z C Caτ aτ= τ τ = τ τ = τ - τ  (2)
Согласно уравнениям движения для компонент вектора Блоха x y z= + +x y zR e e e  (ei – орты 
декартовой системы координат),
 
sin(2 ) (1 ),
[1 cos(2 )] (1 ),
sin(2 ) [1 cos(2 )],
x z y
y z x
z x y
= - β aτ + -a
= β + aτ - -a
= β aτ - β + aτ



  (3)
вектор R вращается вокруг мгновенной оси (рис. 1):
 
{ }1( ) [1 cos(2 )] sin(2 ) (1 ) ,
( )
τ = β + aτ +β aτ + -a
Ω τ
R x y zN e e e    (4)
с угловой скоростью вращения Ω(τ), изменяющейся во времени как 
 
2 2( ) 2 [1 cos(2 )] (1 ) .Ω τ = β + aτ + -a   (5)
Согласно соотношениям (3)–(5) в моменты времени ( ) 0,1, 2, ...
2k
k k
π
τ = + π =  при точном ре-
зонансе (α = 1) мгновенная ось вращения изменяет свой знак (точки остановки), в результате 
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чего на траектории появляются сингулярные точки – касп-сингулярности (рис. 2, a) [7, 12]. 
Однако наличие частотной расстройки (α ≠ 1) приводит к исчезновению таких сингулярностей 
(рис. 2, b–d): исчезают точки остановки. 
Так как гамильтониан рассматриваемой системы является периодической функцией, то для 
решения уравнений (1) применима теорема Флоке [8, 9], согласно которой решение можно искать 
в виде
 ( ) ( ),   ( 1,2),
i
j jC e j
µτ
µ µτ = j τ =   (6)
где μ – так называемые квазиэнергии [13, 14], которые совместно с частотами гармоник опреде-
ляют частоты спектральных линий излучаемого света, а φjμ(τ) – периодические функции с пе-
риодом 2π/α:
 
,( ) ( ) .
in
j j n
n
c e
∞
aτ
µ
=-∞
j τ = µ∑  (7)
Подставляя (6) в (1), получаем рекуррентные соотношения для спектральных компонент 
c
1,n
(µ) и c
2,n
(µ), которые в случае точного резонанса (α = 1) имеют вид 
 1, 2, 1 2, 1( ) 2( ),n n nc c c n- += -β + + µ  (8a) 
 2, 1, 1 1, 1 2,[ ( ) 2 ] 2( ).n n n nc c c c n- += - β + + + µ  (8б)
                                        
    
Рис. 1. Эволюции мгновенной оси вращения NR(τ), относительно 
которой происходит вращение вектора Блоха на промежутке  
τ = [0, π/α] для α = 1 (a), 0,99 (b), 0,65 (c) и β = 0,13;  
точка A – начальная (τ = 0), для B значение компоненты (NR•ey) 
принимает максимальное значение, для C – минимальное
Fig. 1. Evolution of the instantaneous rotation axis NR(τ) relative  
to which the Bloch vector rotates on the interval τ = [0, π/α] for α = 1 (a), 
0.99 (b), 0.65 (c) and β = 0.13; point A – initial (τ = 0), for B the value  
of the component (NR•ey) takes the maximum value, for C – the minimum 
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Соотношения (8) сводятся к трехчленному рекуррентному соотношению для компоненты c
2,n
:
 
2 2
2, 2, 2 2, 2( ) ( ),n n n n nc c cµ+ - µ+ +η β = -β + ν  (9)
демонстрирующему, что из всех коэффициентов c
2,n
 ряда Фурье (7) можно оставить только чет-
ные коэффициенты 2, 2 ( 0,1,2 ).pc p± = …  В соотношении (9) введены обозначения: 
 ( ) ( )2 2 2( ) (0),   2 1 ,   (0) 4 1 ,µ µ µ µ µη β = ξ β + η ξ = µ µ + η = - µ -  (10) 
 ( ) ( )1 1 .µν = µ - µ +   (11)
    
    
Рис. 2. Эволюция векторов Блоха (x,y,z) без приближения вращающейся волны [15] со значениями α:  
1 (a), 0,95 (b), 0,65 (c), 0,5 (d) и при значении параметра взаимодействия β, равного 0,13,  
на временных промежутках [0; 48,31] с начальными условиями
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Fig. 2. Evolution of the Bloch vectors (x,y,z) without rotating wave approximation [15] with the values of α:  
1 (a), 0.95 (b), 0.65 (c), 0.5 (d) and with the value of the interaction parameter β, equal to 0.13,  
on time intervals [0, 48.31] with the initial conditions
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Отношение двух соседних компонент c
2,n+2 и c2,n ( )2, 2 2,n n nX c c+=  удовлетворяет убывающему
 
2 2
2 2 2( )n n n nX Xµ+ + µ+ + += -β η + ν β  (12)
и возрастающему
 
2 1 2
2( ) ( )n n n nX X-µ+ µ+ -= - β ν η +β  (13)
рекуррентным соотношениям, которые эквивалентны друг другу и которые можно представить 
в виде следующих непрерывных дробей:
 
2
4
2
2 4
4
4
6
,n
n
n
n
n
n
X
µ+ +
µ+ +
µ+ +
µ+ +
µ+ +
β
= -
ν β
η -
ν β
η -
η -…
 (14) 
 
4
2
2 4
4
2 4
6
4
6
1
[ ].nn n
n n
n
n
n
n
X µ+ -µ+
µ+ µ+ -
µ+ -
µ+ -
µ+ -
µ+ -
ν β
= - η -
ν β ν β
η -
ν β
η -
η -…
 (15)
Значения центрального элемента X0, полученные из убывающих и возрастающих непрерыв-
ных дробей (14), (15), должны совпадать. Обрывая дроби на некоторых членах и приравнивая 
получающиеся при этом два значения центрального элемента, приходим к уравнению для на-
хождения квазиэнергий. Так, при учете только второго порядка в непрерывных дробях (14), (15), 
получается следующее уравнение для квазиэнергий:
 
4 4
2 24
2
4 2
.µ+ µ-µ µ+ µ
µ+ µ-
  ν β ν β
ν β = η - η -    η η  
  (16)
Учитывая малость значения параметра β, уравнение (16) с точностью до членов порядка β4 
принимает вид 
 
2
4 2 2 4 2 2
4 2 2 4 2 2 4 2 2
4
4 2 2 4 2 2 4 2 2
4
(0) (0) (0) (0) [ (0) (0) (0)
(0) (0) (0) (0) (0) (0) (0) (0) (0) ]
[ (0) (0) (0) (0) (0) (0)
µ+ µ+ µ µ- µ+ µ+ µ µ-
µ+ µ+ µ µ- µ+ µ+ µ µ- µ+ µ+ µ µ-
µ+ µ+ µ µ- µ+ µ+ µ µ- µ+ µ+ µ µ-
µ+
η η η η +β ξ η η η +
+η ξ η η + η η ξ η + η η η ξ +
+β ξ ξ η η + ξ η ξ η + ξ η η ξ +
+η 2 2 4 2 2 4 2 2
2 4 2 2 2 4 2
(0) (0) (0) (0) (0) (0)
(0) (0) (0) (0) (0) (0)] 0.
µ+ µ µ- µ+ µ+ µ µ- µ+ µ+ µ µ-
µ+ µ+ µ- µ+ µ µ- µ µ+ µ-
ξ ξ η + η ξ η ξ + η η ξ ξ -
-η η ν - ν η η - ν η η =
 (17)
Решение последнего уравнения с выбранной точностью дает следующие корни:
 , , ( 3, 1,1),m m+ -µ = + µ = - -  (18) 
 2 2, 2(1 128) 16.+ -µ = ±β +β +β  
Для уточнения найденных значений квазиэнергий можно воспользоваться численным реше-
нием рассмотренного выше алгоритма. Увеличение количества членов, оставляемых в непре-
рывных дробях, приводит к увеличению количества корней (18) без изменения их структуры. 
Найденные значения μ и соответствующие cj,n(µ), подставленные в (6), (7), дают решения 
уравнений (1). Выбирая из них два линейно независимых, можно получить общее решение (1), 
удовлетворяющее начальным условиям для C1(0) и C2(0),
 1 21 2( ) ( ) ( ).j j jC A C A Cµ µτ = τ + τ  (19)
В качестве линейно независимых выбираются решения, соответствующие корням 1,2 ,1 + -µ = - + µ  
в (18).
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В	качестве	примера,	демонстрирующего	точность	метода	Флоке	для	описания	явления	касп-	
сингулярности	траекторий	блоховского	вектора,	на	рис.	3	приведено	сопоставление	траекторий,	
полученных	 разными	методами.	Причем	 для	 описания	 хорошей	 точности	 достаточно	 ограни-
читься	 только	 тремя	 и	 четырьмя	 гармониками	 в	 разложении	Флоке:	 {c
2,–2
; c
2,0
; c
2,2
}	 для	C
2μ
(τ)	 
и	{c
1,–3
; c
1,–1
; c
1,1
; c
1,3
}	для	C
1μ
(τ).	Рис.	3	демонстрирует,	что	использование	методов	Флоке	обеспечи-
вает	достаточную	точность	для	описания	явления	касп-сингулярности	[12]	траекторий	блохов-
ского	вектора.	
В	заключение	в	настоящей	работе	проведено	исследование	возникновения	касп-сингулярно-
стей	на	траекториях	векторов	Блоха	кубита	во	внешнем	периодическом	возмущении	–	эффекта,	
имеющего	значение	для	методов	управления	состояниями	квантовых	систем,	в	смысле	достиже-
ния	точности	получаемых	состояний,	например	при	использовании	
2
π
-	и	π-импульсов.	Выявлено,	
что	при	применении	методов	Флоке	достаточно	ограничиться	четырьмя	гармониками	для	полу-
чения	удовлетворительного	согласия	с	численным	расчетом	особенностей	траекторий.	Проис-
ходит	исчезновение	касп-сингулярностей	при	увеличении	частотной	расстройки	от	резонанса.	
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